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Resumen: Se presenta un me´todo de identiﬁcacio´n por mı´nimos cuadrados de los
para´metros de un modelo por cortante de un ediﬁcio que considera tres grados de
libertad por cada piso. La excitacio´n para la identiﬁcacio´n se supone proveniente
de dos componentes ortogonales horizontales de movimiento del terreno inducido
por un sismo. El conocimiento de estos para´metros resulta u´til en la aplicacio´n de
te´cnicas de control semiactivas que atenu´en la vibracio´n de los ediﬁcios durante el
sismo y prevengan dan˜os permanentes. El me´todo usado introduce una variacio´n
en la formulacio´n convencional de mı´nimos cuadrados que permite una reduccio´n
sustancial en el nu´mero de ca´lculos involucrados, lo que hace factible la aplicacio´n
de la metodolog´ıa en tiempo real. Para probar el me´todo se utiliza un conjunto
de datos registrados en dos ediﬁcios instrumentados durante la ocurrencia de
un sismo. Los resultados obtenidos permiten comprobar la eﬁcacia del algoritmo
para reconstruir las aceleraciones de los entrepisos y recuperar las frecuencias
fundamentales de vibracio´n de la estructura. Copyright c©2008 CEA-IFAC
Palabras Clave: identiﬁcacio´n parame´trica en tiempo real, control semiactivo de
estructuras, mı´nimos cuadrados, ca´lculo de estructuras, integridad de estructuras.
1. INTRODUCCIO´N
La altura de los ediﬁcios construidos es cada vez
mayor, en consecuencia, los movimientos que e´stos
sufren debido a fuerzas externas, como pueden ser
sismos y cargas debidas al viento, son mayores y
pueden causar dan˜os irreversibles en la estructura
con consecuencias fatales. Debido a lo anterior,
la investigacio´n sobre te´cnicas de control para re-
ducir los desplazamientos de los ediﬁcios ha tenido
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un gran desarrollo recientemente. Para obtener un
buen desempen˜o en estos algoritmos de control es
necesario tener un modelo matema´tico que repro-
duzca con suﬁciente precisio´n el comportamiento
que sufre un ediﬁcio sujeto a diversas excitaciones.
Los ingenieros civiles disen˜an los ediﬁcios con base
en la magnitud de cargas o fuerzas que pueden
afectar al ediﬁcio y con ello calculan los para´met-
ros de masa, rigidez y amortiguamiento. Cuando
el ediﬁcio es construido estos para´metros calcula-
dos divergen de los para´metros reales. Debido al
uso de factores de seguridad, los para´metros cal-
culados son normalmente mayores que los reales.
Esto no representa un obsta´culo para la construc-
cio´n de ediﬁcios. Sin embargo, para el ingeniero
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en control lo conveniente es que los para´metros
para el disen˜o de los esquemas de control sean
cercanos a los reales, pues as´ı se aumenta la eﬁca-
cia en su desempen˜o. El problema de co´mo medir
estos para´metros reales sin pruebas destructivas se
resuelve al medir la respuesta del sistema sujeto
a una excitacio´n conocida y utilizar algoritmos de
identiﬁcacio´n parame´trica para recuperar los val-
ores de estos para´metros (Ioannou and Sun, 1996)
y (A˚stro¨m, K.J. and Wittenmark, B., 1995). Si la
excitacio´n proviene de un sismo, la identiﬁcacio´n
puede hacerse en tiempo real.
En este trabajo se presenta un algoritmo para
identiﬁcar la relacio´n de los para´metros de masa,
rigidez y amortiguamiento del modelo de un edi-
ﬁcio sujeto a dos componentes horizontales y or-
togonales de excitacio´n s´ısmica. El esquema usa
mediciones de sensores arbitrariamente colocados
sobre los pisos del ediﬁcio. Se considera que el
ediﬁcio cumple la condicio´n de diafragma de piso
r´ıgido, es decir, que los entrepisos se consideran
r´ıgidos. El movimiento tiene dos componentes ho-
rizontales ortogonales en el plano y presenta tor-
sio´n, por lo que se tienen tres grados de libertad
por piso.
El esquema de identiﬁcacio´n que se presenta en
este trabajo se disen˜a para trabajar en parale-
lo con algoritmos de control semiactivo, cuyo
propo´sito es disminuir los desplazamientos ma´xi-
mos de los entrepisos del ediﬁcio y evitar as´ı que se
presenten deformaciones pla´sticas permanentes,
que eventualmente conduzcan al colapso del ediﬁ-
cio (ver, por ejemplo, (Dyke et al., 1996; Ribakov,
Y. and Gluk, J., 1999; Qing, S. et al., 2003; Chase,
J.G. et al., 2004; Ying, Z.G. et al., 2005; Liu, Y. et
al., 2005)). En (Jime´nez, R. and Alvarez, L., 2007)
se presentan observadores adaptables que resuel-
ven el problema de identiﬁcar y estimar en tiempo
real los para´metros y el estado de un ediﬁcio
cuando se considera exclusivamente una compo-
nente de excitacio´n s´ısmica horizontal. Estos ob-
servadores adaptables tienen como mayor ventaja,
en relacio´n a otros algoritmos presentados en la
literatura, el que permiten preservar la estructura
del modelo matema´tico y que no requieren ex-
presarlo en ninguna forma cano´nica. Los estados
y para´metros as´ı estimados tienen entonces una
interpretacio´n f´ısica directa y se pueden utilizar
en algoritmo de control que explotan las carac-
ter´ısticas impl´ıcitas del comportamiento dina´mico
de los ediﬁcios, como es el caso, por ejemplo, del
control basado en pasividad.
La presencia de tres grados de libertad por cada
entrepiso hacen necesario utilizar metodolog´ıas
de identiﬁcacio´n que cumplan tal propo´sito. Es
conveniente sen˜alar que al analizar el problema
desde la perspectiva de estimacio´n de para´met-
ros por las te´cnicas convencionales de mı´nimos
cuadrados e intentar utilizar las metodolog´ıas de-
sarrolladas para el caso de un grado de liber-
tad por piso, se encontro´ de manera natural que
al aumentar de uno a tres los grados de liber-
tad por entrepiso se aumentaba de manera ge-
ome´trica el nu´mero de para´metros a estimar y
el nu´mero de operaciones involucradas. Es im-
portante mencionar que aunque diversos autores
reconocen la importancia de los movimientos por
torsio´n (Meli, 1985; Chopra, 1995), no existen
en la literatura trabajos relativos a la identiﬁ-
cacio´n acoplada de modelos de tres grados de
libertad por entrepiso. Los trabajos encontrados
se reﬁeren a excitacio´n en un grado de liber-
tad por piso (Lus, H. et al., 1999; Nagarajaiah,
Satish and Zhiling, Li, 2004; Ko, W.J. and Hung,
C.F., 2002; Safak, 1995).
El objetivo ﬁnal de este trabajo de investigacio´n
es implantar en tiempo real algoritmos de control
semiactivo para atenuar los movimientos en edi-
ﬁcios durante la ocurrencia de sismos. Antes de
ello, se requiere conocer con alguna precisio´n los
para´metros del modelo del ediﬁcio. El requisito
de implantacio´n en tiempo real, hizo necesario
desarrollar nuevas metodolog´ıas que simpliﬁcaran
el trabajo de estimacio´n parame´trica y que per-
mitiesen lidiar apropiadamente con el aumento de
complejidad computacional, derivado de la mayor
dimensio´n del modelo dina´mico asociado al caso
de tres grados de libertad por piso.
En este trabajo se presenta una reparametrizacio´n
del algoritmo de mı´nimos cuadrados esta´ndar que
permite reformularlo con una importante dismi-
nucio´n en el orden de la matriz de covariancia aso-
ciada, comparado con el orden de esta matriz en
la formulacio´n convencional de mı´nimos cuadra-
dos. Esta reduccio´n permite la implementacio´n
en tiempo real del algoritmo de identiﬁcacio´n
(Angeles and Alvarez-Icaza, 2005). En trabajos
previos (Angeles and Alvarez-Icaza, 2005; Ange-
les and Alvarez-Icaza, 2006) se ha comprobado
la eﬁcacia del me´todo en modelos simulados de
ediﬁcios. El objetivo inmediato de este trabajo es
probar el algoritmo con datos de campo obtenidos
de mediciones de aceleraciones en dos ediﬁcios
instrumentados, antes de pasar a la etapa expe-
rimental. As´ı, los resultados presentados en este
trabajo esta´n basados en mediciones obtenidas en
un ediﬁcio de 54 pisos y un hospital universitario
de 7 niveles. En ambos casos, no todos los pisos
esta´n instrumentados, por lo cual se trabaja con
la hipo´tesis de que el ediﬁcio a analizar es de
un nu´mero menor de pisos de los que tiene en
realidad: para el caso del ediﬁcio de oﬁcinas se
le trata como un ediﬁcio de 4 niveles y al hos-
pital como uno de 3. Este nu´mero de pisos se
obtiene al analizar la distribucio´n de mediciones
disponibles por piso, que debe corresponder con
las mediciones necesarias para poder realizar la
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identiﬁcacio´n y reconstruir un modelo equivalente.
La reduccio´n en el nu´mero de pisos es equivalente,
en te´rminos de control, al problema de obtener
un modelo de orden reducido. Por el lado de la
ingenier´ıa civil, este problema es convencional y
es tratado, por ejemplo, con las te´cnicas de con-
densacio´n esta´tica y dina´mica (Paz, 1997).
Es importante mencionar que adema´s de la uti-
lidad del algoritmo propuesto como antecedente
para la aplicacio´n de te´cnicas de control semi-
activo, tambie´n se le puede emplear para otros
propo´sitos como lo son el ana´lisis de dan˜o tem-
prano y la integridad estructural. En estos casos,
la identiﬁcacio´n no debe necesariamente hacerse
en tiempo real. El algoritmo propuesto, adema´s
de resolver el problema de acoplamiento entre los
tres grados de libertad, tiene menor costo com-
putacional que el que debe pagarse, por ejemplo,
al utilizar te´cnicas de identiﬁcacio´n modal.
2. MODELO MATEMA´TICO
Para el caso de un ediﬁcio que esta´ formado
por varios marcos, el modelo matema´tico en 3D
se puede desarrollar a partir de un modelo de
marco plano 4 . Posteriormente, se obtienen las
relaciones que existen entre los marcos, as´ı como
los acoplamientos que existen entre los niveles del
ediﬁcio (Chopra, 1995). Con esto se obtiene
M U¨ + C U˙ + K U = −M U¨g , (1)
donde U ∈ R3n, con n el nu´mero de pisos, es
el vector de desplazamiento de cada grado de
libertad (GDL), U˙ , U¨ sus respectivas velocidades
y aceleraciones, y U¨g es la aceleracio´n del terreno.
Aqu´ı, K = KT > 0 es la matriz de rigidez,
C = CT ≥ 0 es la matriz de amortiguamiento
y M = MT > 0 es la matriz de masa 5 . La
Fig. 1 indica las direcciones de los movimientos
asociados a las tres dimensiones para un ediﬁ-
cio de tres pisos. En este modelo se ha asumido
que se pueden medir las aceleraciones, velocidades
y desplazamientos de los entrepisos. En los ed-
iﬁcios se cuenta u´nicamente con mediciones de
aceleracio´n. Las velocidades y desplazamientos se
deben reconstruir con un estimador apropiado. En
(Jime´nez, R. and Alvarez, L., 2007) se presenta
un algoritmo para este propo´sito que se puede
emplear en este caso. En este trabajo el e´nfasis
se encuentra en la recuperacio´n de los para´metros
del modelo 3D.
La matriz de rigidez K en la Eq. (1) representa
la ﬂexio´n en las columnas del ediﬁcio y tiene la
siguiente estructura
4 En este trabajo la notacio´n 3D se reﬁere a las tres
dimensiones asociadas a los tres grados de libertad.
5 Se utiliza aqu´ı la notacio´n convencional, donde A > 0
indica que la matriz A es positiva deﬁnida.
Figura 1. Esquema de un ediﬁcio en 3D de tres
niveles.
K =
⎡
⎣ kxx kxy kxθkyx kyy kyθ
kθx kθy kθθ
⎤
⎦ ∈ R3n x 3n , (2)
donde las submatrices kij en la Eq. (2) repre-
sentan las rigideces en las direcciones indicadas
por los sub´ındices correspondientes. La matriz de
amortiguamiento C tiene la misma estructura que
la matriz K, mientras que la matriz de masa M
esta´ formada por:
M =
⎡
⎣mt 0 00 mt 0
0 0 Im
⎤
⎦ ∈ R3n x 3n , (3)
donde las submatrices mt e Im esta´n asociadas
con las masas totales de cada entrepiso y sus
momentos de inercia, respectivamente.
Los detalles sobre el desarrollo de este mode-
lo pueden consultarse en (Angeles and Alvarez-
Icaza, 2005).
Para aplicar el algoritmo de identiﬁcacio´n es
necesario realizar una parametrizacio´n adecua-
da del modelo representado por la ec. (1). Esta
parametrizacio´n es:
Z = U¨ + U¨g ∈ R3n× 1,
Φ =
[
M−1K M−1C
]
∈ R3n× 6n,
Υ =
[
−U −U˙
]T
∈ R6n× 1,
donde Φ y Φˆ son las matrices de para´metros reales
y estimados, respectivamente, y n el nu´mero de
pisos, tal que
Z = ΦΥ, Zˆ = ΦˆΥ,
ε =
Z − Zˆ
h2
,
donde ε es el error de estimacio´n. Con esta
parametrizacio´n el algoritmo de identiﬁcacio´n
esta´ dado por
P˙ = δ P − P
ΥΥT
h2
P, (4)
˙ˆΦT = P Υ εT , (5)
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donde P = PT > 0 ∈ R6n× 6n, P (0) > 0,
δ ≥ 0 ∈ R es el factor de olvido y h = 1 +
ΥTΥ ∈ R satisface Υ/h ∈ L∞, garantizan que
ε → 0 cuando t → ∞.
La prueba de convergencia de este algoritmo se
detalla en el ape´ndice A.
Las Ecs. (4) y (5) intercambian la representacio´n
convencional del me´todo de mı´nimos cuadrados,
pues ahora se tiene una matriz de para´metros
desconocidos y un vector regresor, lo inverso
de la representacio´n convencional (Angeles and
Alvarez-Icaza, 2005). Este cambio induce una dis-
minucio´n considerable en el orden de la matriz
de covariancia, P , la cual pasa de 18n2 × 18n2 a
6n× 6n. Esta disminucio´n hace factible implantar
este algoritmo en tiempo real, pues la cantidad de
operaciones a realizar es sustancialmente menor y
con ello se reduce de la misma forma el tiempo de
ejecucio´n.
Debe notarse tambie´n que la condicio´n de ex-
citacio´n persistente para la sen˜al de excitacio´n,
el movimiento s´ısmico en este caso, es ma´s fa´cil
de satisfacer en esta reparametrizacio´n. A dife-
rencia de la formulacio´n esta´ndar que requiere
que el nu´mero de frecuencias independientes de
la excitacio´n sea al menos de la mitad del nu´mero
de para´metros, en este caso la condicio´n se puede
aplicar por cada renglo´n de la matriz de para´met-
ros y esta´ relacionada con la dimensio´n del vector
regresor. Entonces, la nueva formulacio´n reduce
no solamente la complejidad computacional del
problema, sino tambie´n los requisitos para alcan-
zar excitacio´n persistente.
3. RESULTADOS EXPERIMENTALES
Para comprobar el funcionamiento del algoritmo
presentado en la seccio´n anterior, se usan medi-
ciones de campo de dos ediﬁcios: el primero de 54
pisos y el segundo de 7 pisos. Adema´s, se hace una
reduccio´n en el orden del sistema puesto que no
se tienen instrumentados todos los niveles de los
ediﬁcios.
En un ediﬁcio instrumentado, los acelero´metros
se localizan preferentemente en los extremos de
los pisos. Una distribucio´n t´ıpica se indica en la
Fig. 1, donde por cada nivel i se muestran los
acelero´metros Ai, Bi, Di, Ei, i = 1, 2, 3, · · · . Como
la dina´mica del modelo esta´ referida al centro
geome´trico de la planta, es necesario trasladar las
mediciones de los extremos al centro, para eso se
hace uso de un ana´lisis cinema´tico que se describe
con detalle en (Angeles and Alvarez-Icaza, 2006),
donde se muestra que con tres mediciones de acele-
racio´n por piso es suﬁciente para trasladar las
mediciones al centro geome´trico: dos en la misma
direccio´n (X, por ejemplo), lo ma´s separadas
posible, y una ma´s en la direccio´n perpendicular a
las primeras (Y , por ejemplo). Con esto es posible
recuperar las variables torsionales del cada piso:
desplazamiento, velocidad y aceleracio´n angular
segu´n
senθ =
YE − YD
XE/D
, (6)
θ˙ =
Y˙E − Y˙D
XE/D cosθ
, (7)
θ¨ =
Y¨E − Y¨D + θ˙2 XE/D sen(θ)
XE/D cosθ
, (8)
donde XE/D es la distancia que existe entre los
acelero´metros Ei y Di, Y¨ es la aceleracio´n li-neal,
Y˙ es la velocidad lineal y Y es la posicio´n lineal
de los puntos indicados. Adema´s de las tres medi-
ciones por piso, es necesario medir la aceleracio´n
del terreno en dos direcciones ortogonales. Esta
aceleracio´n actu´a como excitacio´n del sistema y
hace posible que se pueda realizar la identiﬁcacio´n
parame´trica. Mayores detalles sobre las transfor-
maciones cinema´ticas necesarias para llegar a las
Ecs. (6)-(8) se pueden consultar en (Angeles and
Alvarez-Icaza, 2006).
A continuacio´n se presentan los resultados de la
aplicacio´n del algoritmo a un ediﬁcio de oﬁcinas
de 54 pisos, localizado en la ciudad de Los Ange-
les, California, el cual estuvo sujeto al sismo de
Northridge del d´ıa 17 de enero de 1994. De la
misma forma se presentan los resultados aplicados
a un hospital universitario de 7 pisos, localizado en
la misma ciudad, y que tambie´n estuvo expuesto al
sismo de Northridge (Naeim, 1994). La diferencia
sustancial entre ambos es que el ediﬁcio de oﬁcinas
es sime´trico en planta, en cambio, el hospital es
asime´trico.
La matriz de covariancias se inicializo´ con valores
relativamente altos. Los valores iniciales de los
para´metros a identiﬁcar se eligieron de manera
arbitraria.
Figura 2. Ediﬁcio de oﬁcinas.
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Figura 3. Esquema del ediﬁcio de oﬁcinas (dimen-
siones en m).
La Fig. (2) muestra una ilustracio´n del ediﬁcio
de 54 pisos, mientras que la Fig. (3) ilustra la
distribucio´n de acelero´metros sobre los pisos del
mismo. En ella se observa que so´lo se tienen medi-
ciones en los pisos 20, 36, 46 y 54.Por esta razo´n
el ediﬁcio de 54 pisos se trata como equivalente
a uno de 4 pisos. En la misma ﬁgura se puede
observar que en los pisos mencionados se tienen las
tres mediciones de aceleracio´n necesarias para los
ca´lculos en las Ecs. (6)-(8) (Angeles and Alvarez-
Icaza, 2006). La Fig. 9 indica entre pare´ntesis el
nu´mero de piso equivalente en el modelo reducido.
Al aplicar el algoritmo de identiﬁcacio´n parame´-
trica, Ecs. (4)-(5), a las mediciones de este edi-
ﬁcio se obtienen los siguientes resultados. En la
Fig. (4) se muestra la norma del error de esti-
macio´n, ‖ε‖2, que es relativamente pequen˜a. Esto
se corrobora en la Fig. (5) en la que se obser-
va que la aceleracio´n estimada para el piso 54
(4) en los tres GDL (est) es muy parecida a
la aceleracio´n medida (real) en cada una de las
coordenadas, adema´s aquella alcanza a la acele-
racio´n medida en 1 segundo, aproximadamente.
Las l´ıneas cont´ınuas, etiquetadas con terminacio´n
real, son las aceleraciones medidas y las l´ıneas
discont´ınuas, etiquedas con terminacio´n est, re-
presentan la aceleracio´n reconstruida mediante los
para´metros estimados por las Ecs. (4)-(5). Esta
ﬁgura muestra que el algoritmo es eﬁciente para
anular el error de salida. Es conveniente aclarar
que el sismo en realidad empieza siete segundo
despue´s de iniciada la simulacio´n, por lo que los
resultados relevantes deben interpretarse despue´s
de este lapso de tiempo.
La convergencia de para´metros se da en pocos
segundos, como se aprecia en las Figs. 6 y 7, que
Figura 4. Norma del error de estimacio´n de 54P:
‖ε‖2.
muestran la evolucio´n en el tiempo del elemento
(1, 1) de la matriz M−1K y del elemento (9, 5)
de la matriz M−1C, respectivamente. Estos ele-
mentos se eligieron arbitrariamente para ilustrar
el proceso de convergencia de los para´metros, pues
no tiene sentido presentar la curva para los otros
286 para´metros identiﬁcados. En ambos casos se
observa que la convergencia parame´trica ocurre
en 10 segundos, aproximadamente. Es importante
recalcar que si se tratase de reconstruir el mode-
lo completo de los 54 pisos del ediﬁcio, adema´s
de requerir mucho ma´s mediciones, se tendr´ıan
matrices de rigidez, amortiguamiento y masa de
162× 162. Cuando se reduce el modelo a 4 pisos,
se construye un modelo cuyas matrices son de
orden 12 × 12. El modelo reducido es ma´s sim-
ple pero es suﬁciente para conocer las frecuencias
dominantes en el comportamiento dina´mico del
ediﬁcio. Adema´s de la simplicidad ganada en el
proceso de identiﬁcacio´n, es claro que un modelo
reducido tambie´n es conveniente para propo´sitos
de control de vibraciones en tiempo real.
Figura 6. Evolucio´n del elemento M−1K (1,1).
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Figura 5. Comparacio´n de la aceleracio´n estimada-real del u´ltimo piso de 54P. Aqu´ı en uppklet, upp
indica aceleracio´n, k la direccio´n de movimiento x, y o θ y et indica la aceleracio´n medida, real, la
estimada por mı´nimos cuadrados, est, respectivamente.
Figura 7. Evolucio´n del elemento M−1C (9,5).
Para el caso del hospital universitario que es de
7 niveles, Fig. 8, se le aproxima con un modelo
reducido de 3 pisos, puesto que de la Fig. 9 se ob-
serva que la distribucio´n de los acelero´metros per-
mite este nivel de aproximacio´n. De nueva cuenta,
la Fig. 9 indica entre pare´ntesis el nu´mero de piso
equivalente en el modelo reducido. A pesar de que
este ediﬁcio tiene una alta asimetr´ıa en planta, el
algoritmo de identiﬁcacio´n funciona con un de-
sempen˜o aceptable. La convergencia parame´trica
se alcanza en 5 segundos, aproximadamente, y es
capaz de reproducir las aceleraciones medidas. La
Fig. 10 muestra las aceleraciones en las coordena-
das x, y y θ para el u´ltimo piso reducido. Las l´ıneas
cont´ınuas, etiquetadas con terminacio´n real, son
las aceleraciones medidas y las l´ıneas discont´ınuas,
etiquedas con terminacio´n est, representan la ace-
leracio´n reconstruida mediante los para´metros es-
timados por las Ecs. (4)-(5). Puede observarse que
estas aceleraciones son muy parecidas desde el
momento en que se excita a la estructura, a los 7, 5
segundos, aproximadamente. La Fig. 11 muestra
la evolucio´n en el tiempo de la norma del error,
que disminuye a trave´s del tiempo.
La convergencia parame´trica es igualmente acep-
table, como lo muestran las Figs. 12 y 13, donde
se observa la evolucio´n en el tiempo del elemento
(4, 6) de la matriz M−1K y del elemento (4, 6) de
la matriz M−1C, respectivamente, elegidos como
muestra de manera arbitraria para no incluir el
total de 162 para´metros identiﬁcados. El hecho de
que la planta sea asime´trica no es impedimento
para reconstuir un modelo en 3D basado en un
marco plano y bajo la hipo´tesis de diafragma de
piso r´ıgido.
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Figura 10. Aceleraciones reales-estimadas en el u´ltimo piso del hospital. Aqu´ı en uppklet, upp indica
aceleracio´n, k la direccio´n de movimiento x, y o θ = t y et indica la aceleracio´n medida, real, la
estimada por mı´nimos cuadrados, est, respectivamente.
Figura 8. Hospital universitario.
En el cuadro 1 se muestran las frecuencias de
oscilacio´n para cada uno de los ediﬁcios. Estas se
calculan al sustituir los valores de los para´metros
identiﬁcados y calcular las frecuencias naturales
asociadas con los valores propios de la Ec. (1).
En este caso, como no se cuenta con mediciones
en todos los pisos de los ediﬁcios, no es posible
comparar las frecuencias calculadas con las fre-
cuencias reales del modelo completo. Sin embargo,
en pruebas de simulacio´n donde se puede recons-
truir un modelo instrumentado completamente
y uno modelo reducido del mismo (so´lo algunos
pisos esta´n instrumentados) se encontro´ que es
posible, aun con modelos reducidos, recuperar las
tres primeras frecuencias de oscilacio´n con errores
menores a 3%. Estas tres primeras frecuencias son
de enorme utilidad para el ingeniero civil.
Tabla 1. Frecuencias identiﬁcadas
(rad/s)
E54P Hospital
1,0594 3,5706
1,2471 6,7722
1,8191 6,9859
3,3465 7,9887
3,5002 10,625
3,7315 12,407
4,58 15,61
6,5119 18,919
8,0127
9,4224
12
El problema de aproximar el comportamiento de
un ediﬁcio con un modelo de orden reducido
ha sido estudiado en ingenier´ıa civil a trave´s de
los me´todos de condensacio´n esta´tica y dina´mi-
ca (Paz, 1997; Chopra, 1995). La precisio´n de
la aproximacio´n ha sido estudiada en (Stewart,
J.P. and Fenves, G.L., 1998), quienes concluyen
que la instrumentacio´n del u´ltimo piso permite
recuperar la frecuencia fundamental de vibracio´n.
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Figura 9. Esquema del hospital (dimensiones en
m).
Figura 11. Norma del error de estimacio´n del
hospital.
En (Angeles and Alvarez-Icaza, 2005) y (Angeles
and Alvarez-Icaza, 2006) se identiﬁcaron por sim-
ulacio´n modelos reducidos de ediﬁcios conocidos.
Fue posible inferir que se recupera con precisio´n
al menos una frecuencia fundamental por cada
piso instrumentado. Esto coincide con la precisio´n
sen˜alada en (Paz, 1997) para los me´todos de con-
densacio´n esta´tica y dina´mica.
Este esquema de identiﬁcacio´n que utiliza al sis-
mo como sen˜al de excitacio´n ofrece una ventaja
adicional desde el punto de vista de los resultados
obtenidos. Aun cuando la sen˜al s´ısmica no excitase
Figura 12. Evolucio´n del elemento M−1K (4,6).
Figura 13. Evolucio´n del elemento M−1C (4,6).
persistentemente todos los modos de vibracio´n de
la estructura, s´ı lo hara´ en las frecuencias domi-
nantes en el espectro de frecuencias del sismo y
por tanto s´ı excitara´ las frecuencias en la estruc-
tura cercanas a dichas frecuencias de excitacio´n,
que son las que respondera´n a esta sen˜al s´ısmica en
particular. As´ı, los modos de vibracio´n recupera-
dos sera´n los de mayor utilidad para el control de
vibraciones.
A manera de ejemplo sobre las posibilidades de
ejecutar este algoritmo en tiempo real, baste decir
que la ejecucio´n del programa de identiﬁcacio´n
para un ediﬁcio de seis piso en una computadora
Pentium 4 a 2,8 GHz se realiza, sin optimizar el
co´digo, al 80% del tiempo real, lo que conﬁrma la
potencialidad del me´todo para aplicarse en tiempo
real.
Un aspecto que merece especial atencio´n en el
ana´lisis de los resultados es que los datos me-
didos se obtuvieron en lazo abierto. Las veloci-
dades y desplazamientos se obtienen entonces
por integracio´n directa, lo que induce claramente
errores acumulados. En (Jime´nez and Alvarez-
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Icaza, 2007) se muestran los beneﬁcios de usar
esquemas de observacio´n adaptable para reducir
estos errores, donde los resultados del caso de
excitacio´n en una sola dimensio´n muestran que
los errores de estimacio´n en las aceleraciones se
reducen sensiblemente. Esto mejorara´ las estima-
ciones presentadas, principalmente en lo que se
reﬁere a la aceleracio´n torsional.
4. CONCLUSIONES
Se ha probado el algoritmo de identiﬁcacio´n
parame´trica para el modelo de un ediﬁcio a cor-
tante con datos de campo. El desempen˜o observa-
do ha sido muy bueno, pues el algoritmo es capaz
de reconstruir las aceleraciones medidas, al mismo
tiempo que se logra la convergencia para todos los
para´metros del modelo en 3D de un ediﬁcio. Esto
ocurre a pesar de que los datos de los ediﬁcios han
sido sujetos a procesos de ﬁltrado e interpolacio´n.
El me´todo no requiere una instrumentacio´n ex-
tensiva de los ediﬁcios, pues aun cuando no se
cuenta con la informacio´n de todos los pisos del
ediﬁcio, es posible reconstruir un modelo reducido
que permite conocer las principales componentes
de la respuesta dina´mica del ediﬁcio.
El algoritmo presentado es una muy buena he-
rramienta para la identiﬁcacio´n parame´trica. Per-
mite reconstruir modelos matema´ticos de ediﬁ-
cios nuevos o ya construidos que, adema´s, puedan
haber sufrido modiﬁcaciones en sus para´metros
estructurales por dan˜o o adecuaciones. Este me´to-
do de identiﬁcacio´n se puede utilizar en cualquier
ediﬁcio, sin importar si tiene asimetr´ıas en sus
planta. Solamente se requiere que se cumpla la
condicio´n de diafragma de piso r´ıgido.
La estructura del me´todo lo hace particularmente
atractivo para su uso en apliciones de identiﬁ-
cacio´n y control en tiempo real, por ejemplo en
esquemas de control activo y semiactivo.
En corto tiempo se espera realizar experimentos
con modelos a escala reducida que permitan ex-
plorar con mayor profundidad la eﬁcacia del me´to-
do y aplicar esquemas de observacio´n adaptable
para recuperar simulta´neamente los para´metros
del modelo, y las velocidades y desplazamientos
de los pisos, a partir u´nicamente de algunas medi-
ciones de aceleracio´n.
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Ape´ndice A. PRUEBA DE LA
CONVERGENCIA DEL ALGORITMO DE
IDENTIFICACIO´N
Teorema 1. Sea el sistema en la Ec. (1), con K =
KT > 0, C = CT ≥ 0, M = MT > 0 ∈ Rq x q.
Considere la parametrizacio´n del sistema:
Z = U¨ + U¨g ∈ Rq x 1,
Φ =
[
M−1K M−1C
]
∈ Rq x 2q,
Υ =
[
−U −U˙
]T
∈ R2q x 1,
donde Φ es la matriz de para´metros reales, tal que
Z = ΦΥ. (A.1)
Sea Φˆ la matriz de para´metros estimados del
sistema (1) tal que se obtiene
Zˆ = ΦˆΥ. (A.2)
Entonces el algoritmo de estimacio´n formado por
P˙ = δ P − P
ΥΥT
h2
P, (A.3)
˙ˆΦT = P Υ εT , (A.4)
con P = PT > 0 ∈ R2q x 2q, P (0) > 0, δ ≥ 0 ∈ R
es el factor de olvido, h2 = 1 + ΥTΥ ∈ R,
Υ/h ∈ L∞, garantiza que el error de estimacio´n
ε =
Z − Zˆ
h2
→ 0 cuando t → ∞ .
Demostracio´n. Sea Φ˜ ∈ Rq x 2q el error parame´tri-
co y sea Φ˜r ∈ R1 x 2q el vector de error parame´trico
correspondiente al renglo´n r de la matriz Φ˜, es
decir,
Φ˜ = Φ− Φˆ =
⎡
⎢⎣
φ˜11 φ˜12 · · · φ˜1 2q
...
...
. . .
...
φ˜q1 φ˜q2 · · · φ˜q 2q
⎤
⎥⎦ ,
Φ˜r = Φr − Φˆr =
[
φ˜r1 φ˜r2 · · · φ˜r 2q
]
. (A.5)
Sea ε ∈ Rq x 1 el vector de errores de estimacio´n y
sea εr ∈ R el elemento r de ε, que corresponde al
renglo´n r de los sistemas (A.1) y (A.2), es decir,
ε =
Z − Zˆ
h2
=
ΦΥ− ΦˆΥ
h2
=
Φ˜Υ
h2
,
εr =
Zr − Zˆr
h2
=
Φr Υ− Φˆr Υ
h2
=
Φ˜r Υ
h2
. (A.6)
Sea V la funcio´n candidata de Lyapunov
V =
1
h2
q∑
r=1
Φ˜r P−1 Φ˜Tr . (A.7)
La derivada temporal de V es
V˙ =
1
h2
q∑
r=1
˙˜Φr P−1 Φ˜Tr +
1
h2
q∑
r=1
Φ˜r P−1
˙˜ΦTr
+
1
h2
q∑
r=1
Φ˜r P˙−1 Φ˜Tr . (A.8)
Si en la Ec. (A.4) so´lo se toma ˙ˆΦr, el renglo´n r, y
se substituye en e´sta la Ec. (A.6)
˙˜ΦTr = Φ˙
T
r −
˙ˆΦTr = 0− P Υ ε
T
r = −
1
h2
(
P ΥΥT Φ˜Tr
)
.
(A.9)
Se usa ahora la identidad
P P−1 = I ⇒
d
dt
P P−1 = P˙ P−1+P P˙−1 = 0
P˙−1 = −P−1 P˙ P−1.
Con la Ec. (A.3)
P˙−1 = −P−1
(
δP − P
ΥΥT
h2
P
)
P−1
P˙−1 = −δ P−1 +
ΥΥT
h2
. (A.10)
Sustituyendo las Ecs. (A.9) y (A.10) en la Ec.
(A.8)
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V˙ =−
1
h2
q∑
r=1
1
h2
Φ˜rΥΥTPP−1Φ˜Tr
−
1
h2
q∑
r=1
1
h2
Φ˜rP−1PΥΥT Φ˜Tr
+
1
h2
q∑
r=1
Φ˜r
(
− δ P−1 +
ΥΥT
h2
)
Φ˜Tr
=−
1
h4
q∑
r=1
Φ˜rΥΥT Φ˜Tr −
1
h4
q∑
r=1
Φ˜rΥΥT Φ˜Tr
−
δ
h2
q∑
r=1
Φ˜r P−1Φ˜Tr +
1
h4
q∑
r=1
Φ˜rΥΥT Φ˜Tr
=−
1
h4
q∑
r=1
Φ˜rΥΥT Φ˜Tr −
δ
h2
q∑
r=1
Φ˜r P−1Φ˜Tr .
(A.11)
Nuevamente con las Ecs. (A.6) y (A.7)
V˙ = −
q∑
r=1
εr ε
T
r − δ V (A.12)
V˙ = − εT ε− δ V . (A.13)
Para δ > 0, se tiene que V˙ < 0 lo que implica
estabilidad asinto´tica, por lo que V → 0 cuando
t → ∞, y si esto sucede, entonces Φ˜r → 0 y
por lo tanto εr → 0 lo que implica que ε → 0.
Cuando δ = 0, se hace uso del Lema de Barbalat
(Khalil, 1996). De la Ec. (A.7) se tiene que V es
acotada por debajo puesto que el mı´nimo valor
que puede tomar es 0. De la Ec. (A.13) V˙ es
negativa semi-deﬁnida si δ = 0, y por u´ltimo V˙
es uniformemente continua en el tiempo pues su
derivada es acotada, entonces:
V˙ = − εT ε → 0 cuando t→∞
De acuerdo a lo anterior, la u´nica posibilidad de
que V˙ → 0 es que ε→ 0, con lo cual se garantiza
que las sen˜ales de salida de la planta estimada Zˆ,
son iguales a las sen˜ales de salida de la planta real
Z.

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